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The object of this work is to generalize to the germs of Pfaﬃan log-
arithmic forms, the two equivalent descriptions of the J. Milnor’s
ﬁbre that is wellknown for the germs of holomorphic functions.
Introduction
Soit f une fonction analytique de´ﬁnie au voisinage de l’origine 0 de
Cn. On suppose que f(0) = 0 et que f est a` singularite´ isole´e en 0.
ε et η e´tant des re´els strictement positifs on note:
- εB2n (respectivement D2η) la boule ouverte de centre 0 et de rayon
ε dans Cn (respectivement le disque ferme´ de centre 0 et de rayon
η dans C).
- εS2n−1 la sphe`re de centre 0 et de rayon ε dans Cn.
- εK = εS2n−1 ∩ f−1(0).
Pour ε et η assez petits J. Milnor a de´montre´ dans [2] que chacune des
deux applications suivantes, Φ′ et Φ′′ de´ﬁnies par:
Φ′ : z ∈ εS2n−1  εK → f(z)|f(z)| ∈ S
1
et
Φ′′ : z ∈ f−1(∂D2η) ∩ εB2n → f(z) ∈ ∂D2η
est une ﬁbration C∞ localement triviale, et qu’en plus ces deux ﬁbrations
sont e´quivalentes ce qui donne deux descriptions e´quivalentes de la ﬁbre
de J. Milnor.
Le but de ce travail est de ge´ne´raliser ces re´sultats aux germes de
formes de Pfaﬀ logarithmiques.
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Ge´ne´ralisation aux feuilletages logarithmiques
Soient f1, f2, . . . , fm, m germes de fonctions holomorphes a` l’origine
0 de Cn, et λ1, λ2, . . . , λm, m nombres complexes non tous nuls. Nous
supposons que tous les fk sont premiers entre eux et que fk(0) = 0 pour
tout k compris entre 1 et m.
De´signons par:
- ω le germe en 0 ∈ Cn de forme de Pfaﬀ holomorphe de´ﬁni par











[Imλkd (Log |fk|) + Reλkd (Arg fk)]
ou` Im ∗ (respectivement Re ∗) de´signe la partie imaginaire (re-
spectivement re´elle) de ∗, et Arg fk(z) de´signe l’argument de fk(z)
pour z ∈ Cn.
- εB2n (respectivement εS2n−1) de´signe la boule (respectivement
la sphe`re) de centre 0 et de rayon ε dans Cn.
- εK = εS2n−1 ∩ X0, ou` X0 de´signe le germe d’hypersurface
d’e´quation re´duite:
f1f2 . . . fm = 0.
- F le germe, en 0 ∈ Cn, de fonction multiforme:
fλ11 f
λ2
2 . . . f
λm
m .
- ν1, ν2, . . . , νm, respectivement l’ordre en 0 ∈ Cn de f1, f2, . . . , fm.
Remarque 1.
L’extension aux germes de formes de Pfaﬀ logarithmiques de certains
re´sultats lie´es a` la structure de la ﬁbration de Milnor d’un germe de






On peut toujours, quitte a` changer les λk, 1 ≤ k ≤ m, au de´part,
ce qui ne modiﬁe pas le feuilletage, supposer que
m∑
k=1
λkνk est un re´el
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strictement positif. Plus pre´cisement si
m∑
k=1






et on conside`re la forme de Pfaﬀ holomorphe suivante:







µk = ρλk pour tout k compris entre 1 et m.








































qui est bien un re´el strictement positif.
Sachant que les feuilles du feuilletage de´ﬁni par le germe de forme de
Pfaﬀ ω (respectivement Ω) co¨ıncident avec les composantes connexes des
“hypersurfaces de niveaux” du germe de fonction multiforme F (respec-
tivement ArgF ), rappelons que nous avons de´montre´ dans [1] que pour
ε re´el strictement positif assez petit, il existe sur εS2n−1εK un ﬂot qui
permute les feuilles du feuilletage de´ﬁni par la forme Ω, ce qui est une
ge´ne´ralisation aux germes de formes de Pfaﬀ logarithmiques du the´ore`me
de ﬁbration de J. Milnor bien connu pour les germes de fonctions.
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Nous nous proposons ici de de´montrer le re´sultat suivant:
The´ore`me.
Il existe ε0 et η0 re´els strictement positifs tel que pour tout ε et pour
tout η, ve´riﬁant 0 < ε ≤ ε0, 0 < η ≤ η0, il existe un C∞ diﬀe´omorphisme
du “tube” [|F | = η] ∩ εB2n sur εS2n−1  εK qui transforme le feuil-
letage de´ﬁni par ω sur [|F | = η]∩ εB2n en le feuilletage de´ﬁni par Ω sur
εS2n−1  εK.
De´monstration:
On utilise les meˆmes techniques que dans [2]. Rappelons d’abord quel-
ques notations.
Dans tout ce qui suit l’espace vectoriel Cn est suppose´ muni du produit
hermitien:





et de la norme induite:
‖ ‖ : Cn −→ R+
(ak)1≤k≤n −→ ‖(ak)1≤k≤n‖ =
√〈(ak)1≤k≤n, (ak)1≤k≤n〉.
De´ﬁnition.
Soit Ψ : (Cn, 0) → (Cn, 0) un germe d’application holomorphe a`













ou` (z1, z2, . . . , zn) de´signent les coordonne´es de Cn.
Remarque 3.
Si P : (C, 0) → (Cn, 0)
t → P (t)
est un germe, en 0 ∈ Cn, de chemin analy-
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Remarque 4.
Soit ϕ : (Cn, 0) → (C, 0) un germe de fonction holomorphe a` l’origine
0 de Cn alors on a:
grad(ϕ(z)) = ϕ(z) grad (Log(ϕ(z)))
ou` Log(ϕ(z)) de´signe le logarithme de ϕ(z) pour z ∈ Cn.
La de´monstration du the´ore`me se fait en plusieurs e´tapes. Nous allons
commencer par de´montrer un certain nombre de propositions:
Proposition 1.




λk grad Log fk(z) sont line´airement inde´pendants sur R.
De´monstration de la Proposition 1:
Elle de´coule sans peine du re´sultat suivant:
Proposition 2.
Il existe ε0 re´el strictement positif tel que pour tout z ∈ εB2nX0, 0 <
ε ≤ ε0 les vecteurs z et
m∑
k=1
λk grad Log fk(z) sont ou bien line´airement
inde´pendants sur C, ou bien on a
m∑
k=1
λk grad Log fk(z) = αz avec α ∈
C {0} et |Argα| < π
4
.
De´monstration de la Proposition 2:





λkνk > 0 et soit P : [0, r) → Cn un chemin analy-
tique re´el tel que:




λk grad Log fk(P (t)) = α(t)P (t) avec α(t) ∈ C.
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Alors il existe r′ ≤ r tel que pour tout t, ve´riﬁant 0 < t < r′ on a:
α(t) = 0.
De´monstration du Lemme 1:
Soit t strictement positif. Pour tout k compris entre 1 et m on a:
fk(P (t)) = 0 car P (t) /∈ X0.
Ecrivons:
P (t) = atl + · · · a ∈ Cn  {0} et l = (l1, l2, . . . , ln)
avec l1, l2, . . . , ln ∈ N {0}
fk(P (t)) = bktβk + · · · bk ∈ C {0}.
Posons:
Ψ = f1 · f2 . . . fm
m∑
k=1
λk grad Log fk.
Puisque P est analytique on a:
Ψ(P (t)) = ctγ + · · · c ∈ Cn  {0} et γ = (γ1, γ2, . . . , γn)
avec γ1, γ2, . . . , γn ∈ N {0}.
D’autre part, on a:
Ψ(P (t)) = f1(P (t)) f2(P (t)) . . . fm(P (t))α(t)P (t)
= α(t)(ab1b2 . . . bmtl+β1+β2+···+βm + · · · )
en identiﬁant βk avec (βk, βk, . . . , βk) ∈ Nn pour tout k compris entre 1
et m.
Ce qui implique que:
ctγ + · · · = α(t)ab1b2 . . . bmtl+β1+β2+···+βm + · · ·
Ecrivons:
c = (c1, c2, . . . , cn)
on a c ∈ Cn  {0}, donc il existe s compris entre 1 et n tel que cs = 0.
Ce qui entraine ne´cessairement d’apre`s l’e´galite´ ci-dessus que d’une part
as = 0 et que d’autre part α(t) = 0.
Ainsi:
α(t) ∈ C {0}.
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De plus:




asb1b2 . . . bm
.
On cherche a` montrer que α0 est un nombre re´el.







, grad fk(P (t))
〉
donc:



















D’apre`s la Remarque 4, on a pour tout k compris entre 1 et m:
grad fk(P (t)) = fk(P (t)) grad Log fk(P (t)).
Donc:

















λkb1b2 . . . bmβkt
β1+β2+···+βm−1 + · · ·
=
〈






















D’autre part si on de´signe par ν1, ν2, . . . , νm respectivement les ordres
en o ∈ Cn de f1, f2, . . . , fm, on peut d’apre`s le the´ore`me de pre´paration
de Weierstrass (cf [4]) e´crire f1, f2, . . . , fm sous la forme suivante:
f1(z1, z2, . . . , zn) = U1(z1, z2, . . . , zn) (zν1s + · · · )




fm(z1, z2, . . . , zn) = Um(z1, z2, . . . , zn) (zνms + · · · )
ou` U1, U2, . . . , Um sont des unite´s de l’anneau ΘCn,0 des germes de fonc-
tions holomorphes a` l’origine 0 de Cn i.e. Uk(0) = 0 pour tout k compris
entre 1 et m.
Ainsi:



































−β1−β2−···−βm(1 + t[. . . ])∣∣α0tγS−lS−β1−β2−···−βm(1 + t[. . . ])∣∣
tend vers 1 quand t tend vers ze´ro.
Et le Lemme 1 est de´montre´.
Rappelons aussi le lemme suivant bien connu sous le nom de “lemme
des petits chemins” ou encore de “lemme de se´lection des courbes”.
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Lemme 2 (cf. [2]).
Soit A ⊂ RP un ensemble semi-analytique, et soit a un point adhe´rent
a` A. Alors il existe un chemin analytique re´el P : [0, r) → RP tel que:
(1) P (0) = a
(2) P (t) ∈ A pour tout t strictement positif.
De´duisons maintenant la Proposition 2 a` partir des lemmes pre´ce´dents.




z ∈ Cn X0 tel que: ∃α ∈ C :
m∑
k=1
λk grad Log fk(z) = αz





On ve´riﬁe sans peine que A est un ensemble semi-analytique. Supposons
que la Proposition 2 ne soit pas ve´riﬁe´e c’est-a`-dire que 0 soit adhe´rent a`
A. D’apre`s le Lemme 2, il existe un chemin analytique re´el P : [0, r) →
Cn tel que:
(1) P (0) = 0
(2) P (t) ∈ A pour tout t strictement positif, i.e.


P (t) /∈ X0
m∑
k=1








ce qui est contradictoire avec |Argα(t)| ≥ π4 . Et la Proposition 2
est de´montre´e.
Proposition 3.
Pour ε re´el strictement positif assez petit, il existe sur εB2n X0 un
champ de vecteurs χ, C∞, tel que pour tout z ∈ εB2n X0 on ait:




λk grad Log fk(z)〉 est un re´el strictement positif.
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De´monstration de la Proposition 3:
L’ide´e est la suivante:
On construit le champ de vecteurs, χ, localement puis on recolle avec
un partition de l’unite´.
D’apre`s la Proposition 2, il existe ε0, re´el strictement positif tel que
pour tout z ∈ εB2nX0, 0<ε≤ε0, les vecteurs z et
m∑
k=1
λk grad Log fk(z)
sont ou bien line´airement inde´pendants sur C ou bien on a
m∑
k=1
λk grad Log fk(z) = αz
avec α ∈ C {0} et |Argα| < π4 .




λk grad Log fk(z) = αz avec α ∈ C  {0} et |Argα| <
π
4 , on prend χ(z) =
m∑
k=1
λk grad Log fk(z).
On a:




λk grad Log fk(z)
〉
= 〈αz, αz〉 = |α|2‖z‖2 est un re´el stricte-
ment positif.
2e`me Cas: si z et
m∑
k=1
λk grad Log fk(z) sont line´airement inde´pendants
sur C alors z, iz,
m∑
k=1
λk grad Log fk(z) et i
m∑
k=1
λk grad Log fk(z) sont




λk grad Log fk(z)
〉















λk grad Log fk(z)
〉
= 0














λk grad Log fk(z)
〉
.
Donc on doit chercher un vecteur χ(z) tel que:
















λk grad Log fk(z)
〉
= 0.
Etant donne´ l’inde´pendance line´aire re´elle des quatres vecteurs z, iz,
m∑
k=1
λk grad Log fk(z) et i
m∑
k=1
λk grad Log fk(z), il est toujours possible
de trouver un tel vecteur χ(z).
Proposition 4.
Les trajectoires du champ de vecteurs, χ, pre´ce´dent ve´riﬁent les pro-
prie´te´s suivantes:
si t→ ϕ(t) est une trajectoire de χ alors:
(1) la fonction: t→ ‖ϕ(t)‖ est strictement croissante .
(2) la fonction: t→
m∑
k=1
[(Imλk) Log |fk(ϕ(t))|+ Reλk Arg(fk(ϕ(t)))]
est constante i.e. que le champ de vecteurs χ est tangent aux
feuilles du feuilletage de´ﬁni par la forme de Pfaﬀ Ω.
(3) la fonction t→ |F (ϕ(t)| est strictement croissante.
De´monstration de la Proposition 4:















































λk Log fk(ϕ(t)) = Log







( ϕ(t)) · f2
λ2



















( ϕ(t)) · f2
λ2



































( ϕ(t)) · f2
λ2





Ce qui implique, d’une part que la fonction:
t→ |f1
λ1
( ϕ(t)) · f2
λ2
( ϕ(t)) . . . fm
λm
( ϕ(t))|




[(Imλk) Log |fk(ϕ(t))|+ (Reλk) Arg fk(ϕ(t))]
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est constante.














= Re 〈χ(ϕ(t)), ϕ(t)〉 .
D’apre`s la Proposition 3, Re〈χ(ϕ(t)), ϕ(t)〉 est strictement positif donc
la fonction: t → ‖ϕ(t)‖ est strictement croissante. Ce qui ache`ve la
de´monstration.
Remarque 4.
Les inte´grales de la forme de Pfaﬀ ω (respectivement Ω) sont les
“hypersurfaces de niveau” de la fonction multiforme F (respectivement
ArgF ).
Pour α ∈ C, de´signons par Hα (respectivement Gα) “l’hypersurface




Il existe η0 re´el strictement positif tel que pour tout η, 0 < η ≤ η0,
il existe un C∞ diﬀe´ormorphisme Ψ de (εS2n−1  εK) ∩ [|F | > η] sur






) ∩ [|F | > η]) = Gα ∩ (εS2n−1  εK) .
De´monstration de la Proposition 5:
De´signons par g la fonction de εS2n−1  εK a` valeurs re´elles de´ﬁnies
par:
g(z) = −Log(|F (z)|)
et par gα la restriction de g a` Gα pour α ∈ C {0}.
Nous avons le re´sultat suivant:
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Lemme 3.
Il existe δα re´el strictement positif tel que tous les points critiques de
gα sont contenus dans le compact Cα suivant:
Cα = {z ∈ Gα : |F (z)| ≥ δα}.
De meˆme il existe δ re´el strictement positif tel que tous les points cri-
tiques de g sont contenus dans le compact C suivant:
C = {z ∈ εS2n−1  εK : |F (z)| ≥ δ}.
De´monstration du Lemme 3:
Nous allons de´montrer d’abord deux propositions a` partir desquelles
nous de´duirons le Lemme 3.
Pour ε assez petit et z ∈ εS2n−1  X0 de´signons par TzGα l’espace
tangent a` Gα en z. TzGα est un espace vectoriel sur R de dimension
2n− 2. Notons NzGα l’espace normal a` Gα en z.
NzGα = {v ∈ Cn tel que Re 〈u, v〉 = 0 quelque soit u ∈ TzGα} .
NzGα est un espace vectoriel sur R de dimension 2.
Lemme 4.
Pour ε suﬃsamment petit et z ∈ εS2n−1X0, NzGα est le sous-espace
vectoriel engendre´ par z et i
m∑
k=1
λk grad Log fk(z).




λk grad Log fk(z) ∈ NzGα et que z ∈
NzGα.
Soit t → P (t) un chemin analytique dans Gα tel que P (0) = z et
P ′(0) ∈ TzGα.
*On a d’une part:





























λk grad Log fk(z) ∈ NzGα.













ce qui entraine Re〈P ′(0), z〉 = 0 (car P (0) = z et ‖z2‖ = ε2 puisque
z ∈ εS2n−1 X0) c’est a` dire z ∈ NzGα.
Or on sait d’apre`s la Proposition 1 que z et i
m∑
k=1
λk grad Log fk(z) sont
line´airement inde´pendants sur R donc ils forment une base de NzGα.
D’ou` le re´sultat.
Lemme 5.
De´signant par Σα (respectivement Σ) l’ensemble des points critiques
de gα (respectivement de g) on a:
Σα =
{
z ∈ Gα tel que:
m∑
k=1





z ∈ εS2n−1  εK :
m∑
k=1
λk grad Log fk(z) = θz, θ∈C
})
.
De´monstration du Lemme 5:
Soit 0 < ε ≤ ε0 (ε0 e´tant celui de la Proposition 1) et soit z ∈ εS2n−1
εK. On a les e´quivalences suivantes:




Pour tout P : t→ P (t) un chemin analytique contenu
dans Gα tel que P (0) = z on a:
d
dt














λk grad Log fk(P (t)) ∈ NzGα
110 A. Kabila
⇐⇒ Il existe r, s ∈ R tel que:
m∑
k=1
λk grad Log fk(z) = rz + si
m∑
k=1
λk grad Log fk(z)
⇐⇒ Il existe r, s ∈ R tel que:
m∑
k=1
λk grad Log fk(z) =
r
1− is · z
⇐⇒ Il existe θ ∈ C tel que:
m∑
k=1
λk grad Log fk(z) = θz.
Un raisonnement analogue permet de de´montrer la deuxie`me partie
de la Proposition 7.
De´duisons maintenant le Lemme 3 a` partir des Lemmes 4 et 5. Raison-
nons par l’absurde. Supposons donc qu’il existe une suite
(Zn)n≥1, Zn ∈
∑




La suite (Zn)n≥1 tend vers une limite a dans le compact εS2n−1 donc
le point a est adhe´rent a` Σα et par conse´quent d’apre`s le Lemme 2, il
existe un chemin analytique P : [0, r) → Σα tel que:
(1) P (0) = a
(2) P (t) ∈ Σα pour tout t strictement positif.
Soit t ∈]0, r[, on a:
d
dt
gα(P (t)) = 〈P ′(0), grad gα(P (t))〉 = 0
donc pour tout t ∈]0, r[, P (t) est un point critique pour la fonction
z → |F (z)| ce qui entraˆıne que:
|F (P (t))| = cste pour tout t ∈]0, r[.
Par continuite´ en faisant tendre t vers ze´ro on obtient:
|F (P (t))| = 0 pour tout t ∈]0, r[
ce qui entraine que pour tout t strictement positif P (t) ∈ X0, or:
P (t) ∈ ∑α ⊂ Gα ⊂ εS2n−1 X0.
D’ou` la contradiction.
Un raisonnement analogue permet de prouver la deuxie`me partie du
Lemme 3.
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Lemme 6 (cf. [3]).
Soit h : M → R une fonction C∞ d’une varie´te´ lisse M a` valeurs
re´elles. Pour r ∈ R notons Mr l’ensemble suivant:
Mr = h−1(−∞, r] = {P ∈M tel que: h(P ) ≤ r}.
Soient r1, r2 deux nombres re´els avec r1 < r2 tels que:
h−1[r1, r2] = {P ∈M tel que: r1 ≤ h(P ) ≤ r2}
est un compact et ne contient aucun point critique de h, alors: il existe
un C∞ diﬀe´omorphime Φ : M →M tel que
Φ(Mr1) = Mr2 .
De´monstration du Lemme 6:
Nous ne donnons ici qu’une esquisse de de´monstration car nous aurons
besoin dans la suite de savoir comment est construit le diﬀe´ormorphisme
Φ. Quand aux de´tails de la de´monstration, ils se trouvent dans [3].
L’ide´e de la de´monstration est de pousser Mr1 sur Mr2 avec un champ
de vecteurs transverse aux hypersurfaces h = cste.
Choissisons une me´trique Riemannie`ne sur M et notons 〈, 〉 le produit
hermitien de´termine´ par cette me´trique.
Soit v : M → R une fonction C∞ qui est e´gale a` 1〈gradh,gradh〉 sur le
compact h−1[r1, r2] et qui s’annule en dehors d’un voisinage compact de
h−1[r1, r2].
Conside´rons le champ de vecteurs ∆ de´ﬁni par:
∆p = v(p)(gradh)p, pour p ∈M.
∆ engendre un groupe un parame`tre de diﬀe´omorphismes
ϕt : M →M.
Pour p ∈M si ϕt(p) ∈ h−1[r1, r2] alors dhdt (ϕt(p)) = 1.
Le diﬀe´omorphisme ϕr2−r1 : M → M envoie diﬀe´omorphiquement
Mr1 sur Mr2 .
De´duisons maintenant la de´monstration de la Proposition 5 a` partir
des re´sultats pre´ce´dents.
D’apre`s le Lemme 3, il existe δ (respectivement δα) strictement positif
tel que tous les points critiques de la fonction g (respectivement gα) sont
contenus dans le compact C (respectivement Cα).
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Conside´rons la varie´te´ M suivante:
M = {z ∈ εS2n−1  εK tel que: |F (z)| < δ}
M ne contient aucun point critique de la fonction g : z → −Log |F (z)|,
et par conse´quent M ne contient aucun point critique de la fonction
z → 1|F (z)| .
Posons η0 = δ et soient ρ et η deux nombres re´els strictement positifs
tel que: 0 < ρ < η  η0. L’ensemble{
z ∈ εS2n−1  εK tel que 1
η




est un compact de M et ne contient aucun point critique de la fonction
1
|F | : M → R. Donc d’apre`s le Lemme 6, il existe un C∞ diﬀe´omorphisme
Ψ de {









c’est-a` -dire un C∞ diﬀe´omorphisme de{
z ∈ εS2n−1  εK tel que: |F (z)| > η}
sur {
z ∈ εS2n−1  εK tel que |F (z)| > ρ} .
Comme ρ est arbitraire, nous en de´duisons qu’il existe un C∞ diffe´omor-
phisme, que nous noterons encore ψ, de{
z ∈ εS2n−1  εK tel que: |F (z)| > η} sur εS2n−1  εK.
En conside´rant la varie´te´ Mα suivante:
Mα =
{
z ∈ Gα ∩ (εS2n−1  εK) tel que: |F (z)| < δα
}
et la fonction gα, on de´montre de fac¸on tout a` fait analogue qu’il existe
un C∞ diﬀe´omorphisme Ψα de{
z ∈ Gα ∩ (εS2n−1  εK) tel que: |F (z)| > ηα
}
sur
Gα ∩ (εS2n−1  εK).
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De plus par construction de Ψ, en fonction de g, ainsi que de Ψα en
fonction de gα, il est clair que Ψα est la restriction de Ψ a` Mα.
En re´sume´, il existe un C∞ diﬀe´omorphisme Ψ de
{











Gα ∩ (εS2n−1εK) ∩ [|F |>ηα]
)
= Gα ∩ (εS2n−1  εK).
Et la Proposition 5 est de´montre´e.
Nous sommes maintenant en mesure de prouver le the´ore`me a` partir
des re´sultats pre´ce´dents.
Soient ε et η deux nombres re´els strictements positifs tels que: 0 <
ε ≤ ε0 et 0 < η ≤ η0 avec ε0 et η0 suﬃsamment petits.
Soit β ∈ C  {0} et Hβ “l’hypersurface de niveau β” de la fonction
multiforme F . Il existe sur εB2n  X0 un champ de vecteurs χ, C∞,
tangent aux feuilles du feuilletage de´ﬁni par la forme de pfaﬀ Ω et dont
le ﬂot Φ en voie de fac¸on C∞ diﬀe´omorphe:
Hβ ∩ [|F | = η] ∩ εB2n
sur
Gα ∩ (εS2n−1  εK) ∩ [|F | > η]
ou` α est tel que:
β = ηeiα.
D’autre part, il existe un C∞ diﬀe´omorphisme Ψ de (εS2n−1  εK) ∩
[|F | > η] sur εS2n−1  εK qui envoie
Gα ∩ (εS2n−1  εK) ∩ [|F | > η]
sur
Gα ∩ (εS2n−1  εK)
de fac¸on C∞ diﬀe´omorphe, d’ou` le re´sultat.
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